
ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ №6 
ФУНКЦИИ ОДНОЙ И МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ. ФУНКЦИЯ 

КОББА-ДУГЛАСА 
 
Примеры 
1. xxf lg)( =  - функция одной переменной x , заданная на множестве 

}0,:{ 1 >∈= xRxxM . В частности 110lg)10( ==f . 

2. 
2
2

2
1

211)(
xx
xxXf

+
−

=  - функция двух переменных 21, xx , заданная на множе-

стве )}0,0({\2 OR=M . В частности, в точке )1;1( −A ) имеем 1
)1(1
)1(11)( 22 =

−+
−⋅−

=Af . 

3. 2
3

2
2

2
14)( xxxXf −−−=  - функция трех переменных 321 ,, xxx , задан-

ная на множестве }4,:{ 2
3

2
2

2
1

3 ≤++∈= xxxRXXM . В частности, в точке 

)1;1;1(A  имеем 11114)( 222 =−−−=Af . 
 
Упражнения 

1. Найти значение функции 
2
2

2
1

4
2

2
2

2
1

4
1

1
2

xx
xxxxy

−−
++

=  в точках окружности  

22
2

2
1 Rxx =+ . 

2. Найти  ),( 21 xxf , если 2
2212121 ),( xxxxxxxf +=−+ . 

 
Примеры 
1. 1)( −= xxf  - функция одной переменной x ;  

1),1[)( RfD ⊂+∞= ;    1),0[)( RfE ⊂+∞= . 

2. 
2
2

2
1

1)(
xx

Xf
+

=  - функция двух переменных;  

22 )}0,0({\)( RORfD ⊂= ;    1),0()( RfE ⊂+∞= . 
3. 2

3
2
2

2
11)( xxxXf −−−=  - функция трех переменных;  

32
3

2
2

2
1

3 }1,:{)( RxxxRXXfD ⊂≤++∈= ;    1]1,0[)( RfE ⊂= . 
 
Упражнения 
Найти области определения заданных функций. 

1. 
2231

3
xx

xy
+−
−

= .       2. 2
2

2
11 xxy −−= .     

3. 12 sin xxy = .    4. ( )2211 xxy −−+= .    
5. ( )2

2
1ln xxy += .        6. ( )21ln xxy += . 
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7. 
2
2

2
1

21

1 xx
xxarctgy

+
−

= .       8. 21 arccos xxy += .      

9. 
2
2

2
1

1
xx

y
+

= .    10. 2
2

2
1 11 xxy −+−= .   

11. 
12

1
xx

y
−

= .       12. 
1

2arcsin
x
xy = . 

 
Пример. Если 2)( xxf = , 1Rx∈  и xxg =)( , 1Rx∈ , то gf = , так как 

при всех 1Rx∈ справедливо равенство xx =2  
 
Если )( fD⊂′M , то функцию )()( XfXg = , M′∈X  называют сужением 

функции f  на множество M′ . 
 
Пример. Если )[M +∞=′ ,0 , то функция xxg =)( , M′∈x  является сужени-

ем функции xxf =)( , 1Rx∈  на множество M′ . 
 
Если равенство )()( XfXg =  верно при всех M′∈X , где 

)()( gDfD ⊂′M , т, е. сужения функций f  и g  на множество M′  совпадают, 
то в этом случае говорят, что функции f  и g  равны на множестве M′ . Напри-
мер, функции 2x  и x  равны на множестве )[M +∞=′ ,0 . 

 
Упражнения 
Найти области определения функций f , g ,  gf + . 
1. 1)(,3)( 4 +=−= xxgxxf .                

2. 32

12
)(,1)(

−
=−=

x
xxgxxf .                

3. )4lg()(,3)( 2 −=−−= xxgxxxf . 

4. tgxxg
xx

xf =
−

= )(,
5

1)(
4 2

.                   

5. 
x

xgxxf
sin1
1)(),16lg()( 2

−
=−= .              

 
6. 1)(,1)( −−=−+= xxxgxxxf . 
 
Пример. Функция xxf sin)( =   ограничена во всей области определения 

),()( +∞−∞=fD , так как множество ее значений ]1,1[)( −=fE  - множество ог-
раниченное ( )1sin1 ≤≤− x . 
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Пример. Функция  
2
2

2
1

1)(
xx

Xf
+

=  ограничена лишь снизу во всей облас-

ти определения )}0,0{(\)( 2RfD = , так как множество ее значений )( fE  огра-
ничено только снизу так, что 0)( >Xf . Функция не ограничена сверху в любой 
окрестности точки )0,0(O : существует последовательность  

,....2,1,1,1
=






 k

kk
X k  

сходящаяся к точке )0,0(O и такая, что последовательность значений функции 

211
1)(

2

22

k

kk

Xf k =







+








=  

стремится к  ∞+ . 
 
Упражнения 

1. Показать, что функция 0,,1 1
2 ≠∈= xRx

x
y , неограниченна, и по-

строить ее график.  
 

2. Показать, что функция  1
4

3

,
1

Rx
x

xy ∈
+

= , ограничена.  

 
3. Показать, что сумма и произведение ограниченных функций – ограни-

ченная функция 
 
Примеры. 
1.  Следующие пара функций xuy u sin,2 ==  задает сложную функцию 

xy sin2= , определенную на множестве 1R  и имеющую множеством значений   

отрезок 



 2,
2
1 .  

2. Аналогично,   функция  
x

y 1cosln= является суперпозицией следую-

щих функций xz
z

vvuuy ==== ,1,cos,ln . 

 
 

Примеры 
1. Эллипс 

12

2

2

2

=+
b
y

a
x  
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задается параметрически в виде tbytax sin,cos == ,  где π20 ≤≤ t . 
2. Прямая линия в пространстве имеет параметрическое задание 

ptzzntyymtxx +=+=+= 000 ,, , где ),,( 000 zyx  - точка, через которую 
проходит прямая; ),,( pnm  - вектор, параллельный прямой; +∞<<∞− t . 

Упражнение 
Как может быть задана параметрически зависимость 22 yxz +=  (парабо-

лоид вращения) ?  
 

Примеры 
1. Функция 2)( xxf = - выпуклая на 1R . Действительно, для  произволь-

ных  1, Rzx ∈  и любого ]1,0[∈λ  получим 

.0))(1()1()1(2)1(

))1(()1())1(()()1()(
222

222

≥−λ−λ=λ−λ+λ−λ−λ−λ=

=λ−+λ−λ−+λ=λ−+λ−λ−+λ

zxzxzx

zxzxzxfzfxf
 

2. Линейная  функция 
nn xaxaxaXf +++= 2211)(  

 является одновременно и выпуклой, и вогнутой на всем пространстве nR . 
 
Упражнения 
1. Покажите, что квадратичная (форма) функция 

323121
2
3

2
2

2
1 164852112)( xxxxxxxxxXf −++++= , 

 является выпуклой на пространстве 3R ? 
 
2. Когда квадратичная (форма) функция 

∑∑
= =

=
n

i

n

k
kiikn xxaxxxf

1 1
21 ),...,,(  

является выпуклой (вогнутой) на nR ? 
  

Пример. Функция xy cos= , для которой ),()( +∞−∞=fD , является чет-
ной функцией, так как xx cos)cos( =−  для всех )( fDx∈ . 

 
Упражнение 
Четной или нечетной функцией является функция xy arcsin= , для кото-

рой ]1,1[)( −=fD ? 
 
Примеры 
1. xy sin=  и xy cos=  имеют период π2=T . 
2. tgxy =  и ctgxy =  имеют период π=T . 
3. Функция Дирихле 
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



−
−

=
,,0

,,1
ьноеиррационалxесли
оерациональнxесли

y  

имеет периодом любое положительное рациональное число, однако не имеет 
наименьшего периода. 

Примеры 
1. xy lg=  - строго возрастающая функция во всей области определения. 

2. 
x

y 





=

2
1 - строго убывающая функция во всей области определения. 

3. 2xy =  - строго возрастающая в промежутке ),0[ +∞=M  и строго убы-
вающая в промежутке ]0,(−∞=M . 

4. ][)( xxEy ==   (целая часть числа x ) - неубывающая функция.  

5. xy sin= , строго возрастающая функция на 



−=

2
,

2
ππM . 

 
Упражнения 
1. Показать, что функция 53)( 3 ++= xxxf  возрастает во всей области ее 

определения. 

2. Показать, что функция 
21

)(
x

xxf
+

=  убывает в промежутке ),1( ∞+ . 

3. Являются ли взаимно обратными функции, следующие заданные функ-
ции: 

1) 
1
1,

1
1

−
+

=
−
+

=
x
xy

x
xy .          2) 33 )1(,1 xyxy −=−= . 

 
3) 2)1(,1 −=+= xyxy .     4) 22 1,1 xyxy −=−= .    
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